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E i n  ( M , F ) - P r o b l e m  m i t  N e b e n b e d i n g u n g e n  

I n  e iner  i r i iheren  A r b e i t  x is t  das  vor l i egende  P r o b l e m  
rech t  unvo l l s tAnd ig  gelSst  worden.  D ie  dase lbs t  ge~us- 
ser te  V e r m u t u n g ,  dass die e i n p a r a m e t r i g e  Scha r  de r  
ge raden  Kre i skege l  in de r  vo l len  Klasse  de r  k o n v e x e n  
R o t a t i o n s k S r p e r  ~ der  fes ten Li inge  1 > 0 ~ e x t r e m a l  sei, 
k a n n  nun  mindes t ens  f l i t  die Tei lk lasse  I (Aqua to r rad ius  
a m  Rand)  bes t~ t ig t  werden.  

Z u m  Beweis  greifen wi r  auf  e inen  K e g e l s t u m p f - K e g e I  
I~ zurfick, ffir den  a > 0 und  d a m i t  

sin fl(5 sin fl - 3) sin ~ < (1) 
I -- 3 sin fl+ 4 sin2/5 

grit. Aus  (1) fo ig t  noch  

sin fl > 3/~ ~ (2) 

und  ausse rdem gi l t  

0 < ~ < f l < n [ 2  (3) 

~ p ,  t - x  

R 
Abbildung 1. 

E l e m e n t a r e  R e c h n u n g e n  e rgeben :  

171 = ~[ax ~ -  2 b x +  c] ; M x = ~[ -- d x +  el, (4) 

wobei  ausdrf ickl ich a ~> 0 v o r a u s g e s e t z t  wi rd  5. Die  Mass- 
zah len  eines Kegels  a b e t  s ind yon  der  F o r m  

~, = c(~); M~ = ~(~). (5) 

I n  e iner  ( M , F ) - E b e n e  s ind die P a r a b e l  (4) und  die 
K e g e l k u r v e  (5) y o n  u n t e n  k o n v e x .  Es  k a n n  deshalb  im 
Gegensa tz  z u m  Fa l le  a < 0 n ich t  so e in f ach  gefblger t  
werden,  dass  de r  P a r a b e l b o g e n  g a n z  n i g h t  u n t e r h a l b  der  
K e g e l k u r v e  l iegt.  W i r  lassen n u n  (Abb. 1) x das  In t e r -  

x H. BtERI, Exper. 9, ~07 (t953). 
Bekanntl ich ist  die Teilklasse der n-gticdrigen Polygonalk6rper 

yon genfigender Allgemeinheit, um Aussagen fiber die volle Klasse 
zu gewinnen. 

Bis auf die Schlussunglelchung (17) werden wit  l = 1 setzen, 
was unwesentlich ist. 

4 Ffir s inf l  ~ a]~ f~llt a fl~r jedes ~ aus dem Interval l  ~]~ > s l n ~  
> 0 negativ aus. 

Der Fall  a ~ 0 wurde in der erwAhnten friiheren Arbeit  erledigt, 

val l  0 < x < 1 du rch lau fen  und  e rzeugen  so e ine  ein-  
p a r a m e t r i g e  Scha r  yon  Kege l s tumpf -Kege ln ,  wobe i  An-  
fangs-  und  E n d k 6 r p e r  Keget  sind. H e r n a c h  lassen wir  
~ das  I n t e r v a l l  e < ~o < fl durch laufen  und  e rzeugen  so 
eine Kegelschar .  W e i t e r  s teUen wir  e inem K e g e l s t u m p f -  
Kege l  e inen  Kege l  m i t  g le ichem M gegeniiber .  Gem~iss 
(4) und  (5) k a n n  x b e q u e m  e l imin ie r t  werden,  u n d  m a n  
e rha l t  die  F u n k t i o n  

~" a(e - E) ~ -  2bd (e - E) + d~ (c -  C) 
(6) 

mi t  

sin fl cos ~ sin 
a 1 - s i n f l  - -2  tg f l"  1 - - s i n g  + 1 - s i n ~  

COS 
b = tgfl 1 -  sin fl 

sin fl . 
= 1 - s t u f f ;  C = 

cos= ~ a = t g f l ( n l 2 + f l )  
1 ~ 1 ;  

- tg c~ (~/2 - e) 

sin zp 
1 - sin ~o' e = tg fl (~/2 + fl) ; 

(7) 

Man se tz t  noch abk i i r zend :  

• (~,; ~,/~) = a .  ~ -  2bd. ~ +  d~. ~2 (8) 
sin/5 sin V 

~ = t g f l  ( ~ / 2 + f l ) - t g ~  (~/2+W); ~ 1 - s i n / 5  1 - s i n  V. 

hat ,  wie  es sein muss,  die Nu l l s t e l l en  W = 0~ u n d  V = 
ft. Wi r  zeigen, dass • im  I n t e r v a l l  e < ~0 < fl p o s i t i v i s t .  
Zu diesem Zwecke  b e t r a c h t e n  wi t  di~ M i n o r a n t e  

~ d [ -  2 b .  q5~ + d .  qo~]. (9) 

Es  is t :  

¢(/5; ~,/~) = 0; ~(.; =,/~) < 0 far ~ </~ 

Gem~Lss (8) b e r e c h n e t  m a n :  

[ sinq0 IV 
~(~v; /~) = d [2b {tg ~ ( ~ / 2 + ~ ) } -  a .  

1 sin ~0Jfl 

~b" = - -  d [2b ( 1 - s i n ~ )  (zc]2+~v+sirt~vcosv) 
c°s2~° ( 1 - s i n v )  - d .  costp ( l + s i n v )  ] (10) 

Das  Vorze ichen  v o n  ~ (fi, ~, fl) h~ng t  ab  v o m  A u s d r u c k  

= cos  [l  cOS~ 1 
- ( l + s i n f l ) * [ t g f l ( ~ / 2 + f l ) - t g e ( n [ 2 + ~ ) ] .  (11) 

E s  g i l t :  

Exper. 24 
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W (fl, fl) = 0. ~ (0,/?) = sin fl [ ( 2 -  cos/?) (2s in /~-  ~ [ 2 -  ~} - 
2 sin fl (1 - sin fl)]" < 0. (12) 

F e r n e r  i s t  ~ 

(1 + sin B) ~ [ Ix/2 + ~ + sin a cos ] 

-- 2 sin fl ( - 1 - ~ 1 ~ )  . (13) 

Das  V o r z e i c h e n  de r  r e c h t e n  Se i te  y o n  (13) h ~ n g t  a b  
v o n  

W:(a, fl) = (1 + s i n  fl)~ (zt/2+~c+sin e cos e) 
- 2 sin/~(1 + sin ~). (14) 

V¢egen k~t~(0, fl) = ( l + s i n  f l ) ~ [ 2 - 2  sin fl :> 0; 

~v(fl, fl)s > 0 und O kgtl = 2 cos ~ [1 + sin fl) 2 cos = -  sin fi]9 

k a n n  ge sch lo s sen  werden ,  dass  7 ~ (~, fl) u n d  s o m i t  a u c h  
~'(fl; =, fl) n e g a t i v  s ind.  E s  g i b t  also in e ine r  l i n k s s e i t i g e n  
U m g e b u n g  y o n  ~ = fl e ine positive Minorante. Diese lbe  
bes i t ze  ffir ~o = ~h e ine  e rs te  Nul ls te l le .  Die  F u n k t i o n  @ + 
a • q~: (~:) i s t  d a s e l b s t  pos i t iv .  B e r t i c k s i c h t i g t  m a n  j e t z t  
noch ,  dass  die F u n k t i o n  a • ~x (~0) m i t  f a l l e n d e m  ~0 m o n o -  
t o n  w~ichst, so s i e h t  m a n  ein, dass  i m  I n t e r v a l l  f l />  ~ > c¢ 
eine u n e n d l i c h e  Fo lge  y o n  nichtnegativen Minoranten 
k o n s t r u i e r t  w e r d e n  k a n n .  

Diese r  U m s t a n d  z u s a m m e n  m i t  q~ (a;  a, fl) = 0 ve r -  
b i i rg t  i m  I n t e r v a l l  ~¢ < ~0 < fl d ie  Aussage  ~ > 0. D a m i t  
wissen  w i t  abe r ,  da s s  ke in  K e g e l s t u m p f k e g e l  Iz k l e in s t e  
O b e r f l ~ c h e / v  b e s i t z e n  k a n n .  

W e l t e r  b e t t e n  wi r  e i n e n  D o p p e l k e g e l s t u m p f  I ,  in  e ine  
e i n p a r a m e t r i g e  K S r p e r s c h a r  e in  (Abb.  2), i n d e m  w i t  x 
y o n  N u l l  a n  w a c h s e n  lassen .  

,,,,,,,, ,,,,, 

A' 

X 

/ - x  

Abbildung 2. 

De r  A n f a n g s k 6 r p e r  i s t  e in  K e g e l s t u m p f ,  de r  E n d k 6 r -  
pe r  w e g e n  d e r  g e t r o f f e n e n  W a h l  fl > fl0 10 e in  Kegel- 
stump]hegeL W i e d e r u m  h a t F  die  F o r m  (4) m i t a  < 0, wo- 
be i  d a s  G l e i c h h e i t s z e i c h e n  n u r  f i i r  ~ ---- fl gil t .  Der be-  
t r a c h t e t e  P a r a b e l b o g e n  i s t  d i e s m a l  yon unten, konkav, 
u n d  die D o p p e l k e g e l s t i i m p f e  k S n n e n  also u n m S g l i c h  
k le ins te s  _~ aufwe i sen ,  

A u c h  j e d e n  Doppelkegelstumpf-Kegel k a n n  m a n  e in-  
b e t t e n  (Abb.  3). D ie  .S t i i t zebene  d u t c h  A w i r d  n a c h  in-  

• Elementare Diskussion zeigt, dass der Faktor 2 sin fl-fl-~z[z im 
zul~ssigen Intervall ffir/~ negativist.  

7 Man betrachtet ~ als Koordinate, fl als Parameter ° 
s Schon die Minorante (1 + sin fl)~zt/2--2 sin fl (1 + sinfl) wird 

leicht als positiv erkannt, 
9 Die Klammer ist flit ~ ~ 0 positiv und besitzt im Intervall 

0 ~ ~ ~ fl hSchstens 1 Nullstelle. 
~o Der Fall fl ~ fie wurde in der zitierten Arbeit erledigt. 

n e n  v e r s c h o b e n .  J e  n a c h  de r  Gr6sse  y o n  ~0 l£u f t  sic 
sch l iess l ich  d u r c h  B oder  S, so dass  E n d -  u n d  A n f a n g s -  
k~Srper n u r  2 S e g m e n t e  au fwe i sen .  

M a n  b e r e c h n e t  : 

x = p • cotg fl Y = (Pl-P) cotg q~ z = (R-p1) cotg ~¢ . 

s 

Abbildung 3. 

W e g e n  x + y + z = 1 i s t  Pl e ine  l i nea r e  F u n k t i o n  v o n  p, 
u n d  m a n  erh~ilt we l t e r :  

F = ~[R2(1 + cosec a) + ap 2] mit  

a = - [cotg a - cotg 9) ~ (cosec 9 -  cosec fl) + (cotg 9 -  cotg fl) L 
(cosec ~ -  cosec ~0)] < 0 

ffir ~ 0 ,  ~, ~ ,  fl. ~ ,  ft. (15) 

D e r  b e t r a c h t e t e  P a r a b e l b o g e n  i s t  a lso  y o n  u n t e n  k e n -  
k a y ,  u n d  die z u g e h 6 r i g e n  K 6 r p e r  b e s i t z e n  n i c h t  k le in -  
s t e s  F .  F t i g t  ma r t  j e t z t  i n  B w e i t e r e  S e g m e n t e  an ,  die 
b e i m  b e s p r o c h e n e n  A b s c h l e i f u n g s p r o z e s s  u n a n g e t a s t e t  
b l e iben ,  so ~ n d e r t  s i ch  a u c h  a n i c h t .  E i n  Drei[achheget- 
s t u m p f  e n d l i c h  l~ss t  s ich  so e i n b e t t e n ,  dass  d ie  E n d k 6 r -  
p e r  de r  S c h a r  e n t w e d e r  b e i d e  Doppelkegelstiimpfe s ind  
o d e r  d e r  e ine  e in  Doppelkegelstump], de r  a n d e r e  ein 
DoppelkegelstumpJ-Kegel (vgl. A b b .  2). W i e d e r  i s t  de r  er- 
z e u g t e  P a r a b e l b o g e n  yon unten konkav, u n d  die  g a n z e  
K 6 r p e r s c h a r  i s t  n i c h t  e x t r e m a l .  A n  d i e s e m  R e s u l t a t  
w i rd  a u c h  d u r c h  A n s e t z e n  w e i t e r e r  S e g m e n t e  n i c h t s  ge- 
g n d e r t .  D a m i t  i s t  de r  Beweis  ge l e i s t e t iL  

Das  g e f u n d e n e  R e s u l t a t  l~ss t  s ich  a u c h  d u r c h  e ine  
U n g l e i c h u n g  ausd r f i eken .  

F i i r  k o n v e x e  R o t a t i o n s k 6 r p e r  I y o n  d e r  f e s t en  L ~ n g e  1 
gi l t  ( u n t e r  B e n i i t z u n g  y o n  (7)) d ie  U n g l e i c h u n g  

M ~  ¢ ( ~ l ~ + / 7 ) ~ + / : ~  +a rc s in  ~ l ~ +  F . (17) 

D a s  G l e i c h h e i t s z e i c h e n w i r d  n u t  y o n  d e n  geraden Kreis- 
kegeln b e a n s p r n c h t .  

H. BIER: 
Bern, den. 7. Juni  1956. 

Sgtmmary 

t n  a f o r m e r  p u b l i c a t i o n ,  t h e  p r o b l e m  cou ld  o n l y  be  
so lved  u n d e r  t w o  r e s t r i c t i ons .  P r o o f  is n o w  g i v e n  t h a t  
t h e  cones  a re  e x t r e m a l  in  t h e  who le  of class I .  

xl Selbstredend muss auch noch der Fall ~ = 0  (Abb. 1) erledigt 
werden. Die diesbezfigliehen Rechnungen sind elementar. 

12 Statt M h~tte durchwegs M + ~l  geschrieben werden mfissen, 
was zwecks Vereiafachung unterblieb. 


