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Ein (M,F)-Problem mit Nebenbedingungen

In einer fritheren Arbeit? ist das vorliegende Problem
recht unvollstindig geldst worden. Die daselbst gedus-
serte Vermutung, dass die einparametrige Schar der
geraden Kreiskegel in der vollen Klasse der konvexen
Rotationskérper? der festen Linge 1> 0° extremal sei,
kann nun mindestens fiir die Teilklasse I (Aquatorradius
am Rand) bestitigt werden.

Zum Beweis greifen wir auf einen Kegelstumpif-Kegel
I, zuriick, fiir den 2 > 0 und damit

sin B(3 sin f-3)
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gilt. Aus (1) folgt noch
sin f > 3/s4 @
und ausserdem gilt
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Abbildung 1.
Elementare Rechnungen ergeben:
Fy = alax?~2bx+c]; My = a] —dx+é), 4

wobei ausdriicklich ¢ > 0 vorausgesetzt wird®. Die Mass-
zahlen eines Kegels aber sind von der Form

Fy = Cly); My = E(y). (3)

In einer {(M,F)-Ebene sind die Parabel (4) und die
Kegelkurve {5) von unien konvex. Es kann deshalb im
Gegensatz zum Falle ¢ < 0 nicht so einfach gefolgert
werden, dass der Parabelbogen ganz nicht unterhalb der
Kegelkurve liegt. Wir lassen nun {Abb. 1) x das Inter-

1 H. Bieri, Exper. 2, 207 (1958).

2 Bekanntlich ist die Teilklasse der n-gliedrigen Polygonalkdrper
von geniigender Allgemeinheit, um Aussagen liber die volle Klasse
zu gewinnen.

3 Bis auf die Schlussungleichung (17) werden wir = 1 setzen,
was unwesentlich ist.

4 Fiir sin B < 3 fallt o fir jedes o aus dem Intervall 35 > sinet
> 0 negativ aus.

5 Der Falla < 0 wurde in der erwdhnten fritheren Arbeit erledigt,
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vall 0 < » <1 durchlaufen und erzeugen so cine ein-
parametrige Schar von Kegelstumpf-Kegeln, wobei An-
fangs- und Endkorper Kegel sind. Hernach lassen wir
y das Intervall ¢ < y < f durchlaufen und erzeugen so
eine Kegelschar. Weiter stellen wir einem Kegelstumpi-
Kegel einen Kegel mit gleichem M gegeniiber. Gemiss
{4) und {5} kann » bequem eliminiert werden, und man
erhilt die Funktion

@3 (Fy - Fy) = D(y; «, f)

= a(e— E)?— 2bd (e — E) + d*{c— C) ©

mit
. sin —2tgf- cos « sin o
T 1-sing B T et 1o
cos B cos o
b=tgﬁ( T T ):d=tgﬁ(n/2+ﬁ)
1-sin 1=sin @)
b me —tgo(m/2—o)
sin sin
o= anE O Tyt = Ehn;
E = tgy (n/2+y).

Man setzt noch abkiirzend:
Dly; o, f) = a - Dj~2bd - Dy +d%- D, 8

sin sin
O, =tgf (w2 + P —tey (@i2+9); Pym i - TR

@ hat, wie es sein muss, die Nullstellen y = o und y =
8. Wir zeigen, dass @ im Intervall « < y < f positiv ist.
Zu diesem Zwecke betrachten wir dié Minorante

D = d[—2b D, +d - Dyl ©)

Es ist:
DB, f) =0, P, f) < Ofiira < f
DB f) =D (B p).

Gemiiss (8) berechnet man:

Bly; e f) =d {21; {te pla/2+)}-d" %&?]g

@ = (2 (I—siny) (n/2+y+siny cosy)
cos?y (1~ siny) —~d-cosy (L+sing)] (10)

Das Vorzeichen von @ (8, «, §) hingtab vom Ausdruck

Y(x, f) = 2sin § (n/2+ f+sin § cos f) [_1 iossifﬁ B liossi:a)]

- (1+sin )*[tg f{n/2+ B) — tg alm(2 + &)]. (11)

Es gilt:
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¥ (8,8) = 0.% (0, ) = sin § [(2—cos f) (2sin f—n[2— ) -

2sin B (1—sin B)J¢ < 0. 12)
Ferner ist?
oW, f) . ()24 a+sinccosa
o = rsin e FEEELSR R |
R 1
-2 8in ﬂ (m) . (13)

Das Vorzeichen der rechten Seite von (13} hingt ab
von

Wil fY = (1 +sin B2 (/2 + o+ sin e cos o)
— 2 sin B{1+sin o).

Wegen ¥,(0, 8) = (1-+sin §)2n/2-2sin § > 0;

V(6. P> 0 und 21
kann geschlossen werden, dass ¥ (e, f) und somit auch
@’(f; «, B) negativ sind. Es gibt also in einer linksseitigen
Umgebung von y = § eine positive Minoranie. Dieselbe
besitze fiir y = , eine erste Nullstelle. Die Funktion @ -
a - D, (y,) ist daselbst positiv. Berticksichtigt man jetzt
noch, dass die Funktion @ - @, (p) mit fallendem y mono-
ton wichst, so sicht man ein, dassim Intervall § > y > «
eine unendliche Folge von wnichinegativen Minovanten
konstruiert werden kann.

Dieser Umstand zusammen mit @ («; «, f) = 0 ver-
biirgt im Intervall & < 9 <« § die Aussage @ > 0. Damit
wissen wir aber, dass kein Kegelstumpfkegel I, kleinste
Oberfliche F besitzen kann.

Weiter betten wir einen Doppelkegelstumpf I, in eine
einparametrige Korperschar ein (Abb. 2}, indem wir »
von Null an wachsen lassen.

(14)

= 2 cos «{l+sin §)2 cos a—sin §]°
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Abbildung 2.

Der Anfangskorper ist ein Kegelstumpf, der Endkér-
per wegen der getroffenen Wahl § > 8,10 ein Kegel-
stumpihegel. Wiederum hat F die Form (4) mita <0, wo-
bei das Gleichheitszeichen nur fiir « = § gilt. Der be-
trachtete Parabelbogen ist diesmal von wunfen. Ronkav,
und die Doppelkegelstiimpfe konnen also unmioglich
kleinstes F aufweisen.

Auch jeden Doppelkegelstumpf-Kegel kann man ein-
betten (Abb. 3). Die Stiitzebene durch 4 wird nach in-

8 Elementare Diskussion zeigt, dass der Faktor 2 sin §—f-7/, im
zulissigen Intervall fiir f negativ ist.

7 Man betrachtet « als Koordinate, 8 als Parameter®

8 Schon die Minorante (1 + sin §)¥2/,—2sin § (1 + sin §) wird
leicht als positiv erkannt,

® Die Klammer ist fiir & = 0 positiv und besitzt im Intervall
0 < a < f hichstens 1 Nullstelle,

1% Der Fall § < flp wurde in der zitierten Arbeit erledigt.
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nen verschoben, Je nach der Grésse von ¢ liuft sie
schliesslich durch B oder S, so dass End- und Anfangs-
korper nur 2 Segmente aufweisen.

Man berechnet:
x=p-cotg B 2= (R-p,) cotga.

S

y = (py~p) cotg @
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Abbildung 3.

Wegen x + y + & = 1 ist p, eine lineare Funktion von 2,
und man erhilt weiter:

F = a[R¥1+ cosec &)+ ap?] mit

a = —[cotg a—cotg ¢} (cosec ¢~ cosec §) + (cotg p— cotg f)2.
{cosec o — cosec @)] < 0

firg o, ¢+ =+ 8 15)

Der betrachtete Parabelbogen ist also von unten kon-
kav, und die zugehdrigen Korper besitzen nicht klein-
stes F. Fligt man jetzt in B weitere Segmente an, die
beim besprochenen Abschieifungsprozess unangetastet
bleiben, so dndert sich auch a nicht. Ein Dreifachkegel-
stumpi endlich lisst sich so einbetten, dass die Endkér-
per der Schar entweder beide Doppelkegelstiimpfe sind
oder der eine ein Doppelkegelsiumpf, der andere ein
Doppelkegelstumpf-Kegel (vgl. Abb. 2). Wieder ist der er-
zeugte Parabelbogen von unfen konkav, und die ganze
Korperschar ist nicht extremal. An diesem Resultat
wird auch durch Aunsetzen weiterer Segmente nichts ge-
dindert. Damit ist der Beweis geleistet11,

Das gefundene Resultat l4dsst sich auch durch eine
Ungleichung ausdriicken.

Fiir konvexe Rotationskérper I von der festen Linge 1
gilt (unter Beniitzung von (7)) die Ungleichung

il E e 3 . F 1z
M e [zt () |- o)

Das Gleichheitszeichen wird nurvonden geraden Kreis-
kegeln beansprucht.
H. Bierr
Bern, den 7. Juni 1956.

Summary

In a former publication, the problem could only be
solved under two restrictions. Proof is now given that
the cones are extremal in the whole of class I.

11 Selbstredend muss auch noch der Fall =0 (Abb. 1) erledigt
werden. Die diesbeziiglichen Rechnungen sind elementar.

12 Statt M hitte durchwegs M - 1 geschrieben werden miissen,
was zwecks Vereinfachung unterblieb.



